
概率论和数理统计 · 重点题目与标准解答 第一至三章 §3.4

01　计数与来源条件（题 1–2）

题 1｜无放回抽样：颜色组合与指定顺序

题目（习题一 A14）。7 个球中有 2 红、3 黑、2 白，
无放回取三次。求：（1）恰一红一黑一白；（2）全
黑；（3）依次为红、黑、白。

标准解答。不考虑顺序的三球组合等可能，共有
 种。因此

指定顺序时，逐次使用条件概率：

应用。“各色一个”包含  种颜色顺序，概率为指定
一种顺序的 6 倍。分子、分母的计数方式必须一致。

题 2｜先选组再抽样：全概率与贝叶斯

题目（习题一 B6）。第一组 30 件中有 10 件优质
品，第二组 20 件中有 15 件优质品。等可能选一
组，在该组内无放回取两次。求第一次为优质品的概
率；已知第一次为优质品，求第二次为非优质品的概
率。

标准解答。令  表示选中第  组，  表示第  次取
到 优 质 品 。 由 全 概 率 公 式 （ law of total
probability），

观测到  后，由贝叶斯公式（Bayes' theorem），

第一组剩 29 件，其中 20 件非优质；第二组剩 19
件，其中 5 件非优质，故

应用。观察改变来源权重，无放回改变组内组成，两
处都须更新。也可直接算 。
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02　共同条件与离散模型（题 3–4）

题 3｜共同天气：条件独立不能直接当作独立

题目（习题一 B8）。雾霾概率为 0.4。雾霾天每人戴
口罩概率为 0.2，非雾霾天为 0.01；给定天气后，各
人的选择独立。求随机一人戴口罩的概率；同一天选
三人，至少一人戴口罩的概率。

标准解答。设  为雾霾，  为第  人戴口罩。

给定天气后，用补事件求“至少一个”，再按天气加
权：

应用。三人共用天气，不能写成 。
若题目明确各次观察独立、单次成功率为 ，成功次
数才服从 。

题 4｜列分布律：二项、超几何与截断等待

题目（选自习题二 A1）。分别求：（1）独立掷骰子三
次，点数大于 4 的次数；（2）2 红、3 白中无放回取
两球的红球数；（3）从同一袋放回抽球，首次取红即
停止，最多三次，抽取次数的分布。

标准解答。三个小问分别记变量为 。

1. 单次成功率 ，三次独立，故 
。

2. 无放回成功数服从超几何分布（hypergeometric
distribution）： 。

3.  表示首次即红；  表示先白后红；
 只要求前两次均白，第三次颜色不限。

小问 全部取值 按取值顺序的概率

(1)

(2)

(3)

应用。若第 (3) 问不设次数上限，  才是普通几何分
布， 。若改问第  次取
红的总次数，用负二项分布：
， 。
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03　泊松计数与密度计算（题 5–6）

题 5｜泊松计数：时间窗口与条件概率

题目（习题二 B12）。短信到达服从速率为每分钟
0.05 的泊松过程。求 10:00–12:00 恰收到六条的概
率；已知至少五条，求恰为六条的概率。

标准解答。窗口为 120 分钟，平均次数 
，故短信数 。

由于 ，交集就是 ：

变式。若问从 10:00 起等待下一条短信超过 10 分钟
的 概 率 ， 改 用  ：

。计数用平均次数，等待时间
用速率。

题 6｜连续密度：归一化、CDF、积分与重复试
验

题目（习题二 B17）。 ，
，其余为零。求 、CDF、 ；独立观
察五次，求该事件恰发生两次的概率。

标准解答。由密度积分为 1，

CDF 在支撑内由积分得到，支撑外补齐 0、1：

事件区间与支撑相交后只剩 ，因此

令   为 五 次 中 该 事 件 发 生 的 次 数 ， 则  
，故

应用。原变量连续，事件发生次数仍是离散型。若给
的是连续型 CDF，先在连接处用连续性确定参数，
再逐段求导；还须检查单调性。
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04　指数寿命与正态概率（题 7–8）

题 7｜指数寿命：剩余时间与混合来源

题目（习题二 B29）。产品来自甲、乙厂的概率为
0.4、0.6，寿命分别服从 、 ，时
间单位为年。求：（1）寿命超过六年；（2）已知来自
甲厂，使用四个月未坏，能用到一年未坏；（3）未知
厂别时，同样已使用四个月未坏，能用到一年未坏。

标准解答。设寿命为 ，混合生存函数为

1. 。

2. 四个月为  年，额外等待为  年。已知甲厂
时用无记忆性：

3. 未知厂别时用条件概率比值：

应用。混合指数寿命一般不再无记忆。已存活的信息
改变厂别权重，不能按原权重平均两厂的剩余寿命概
率。

题 8｜正态分布：识别参数并标准化

题目（习题二 B27）。 ， 。求 
和 。

标准解答。由 ，有 。与
正态密度的指数  比较，得

标准差为 ，故

变式（反求参数）。若 ，要求 
，则

应用。标准化除以标准差；右尾用 ，负数用
。反求尺度时注意不等号方向。

Exp(1/3) Exp(1/6)

T

S(t) = P (T > t) = 0.4e +−t/3 0.6e , t ≥−t/6 0.

P (T > 6) = 0.4e +−2 0.6e ≈−1 0.2749

1/3 2/3

​
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= e ≈ 0.8007.−2/9

​ ​
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S(1/3)
S(1)

= ​

0.4e + 0.6e−1/9 −1/18

0.4e + 0.6e−1/3 −1/6

≈ 0.8584.
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​ e dx =∫R
−x2

​π a = 1/ ​π

−(x − μ) /(2σ )2 2

μ = 0, 2σ =2 1, X ∼ N(0, 1/2).

σ = 1/ ​2

​ ​

P (X > 1/2) = P ​ > ​(
1/ ​2

X

1/ ​2

1/2
)

= 1 − Φ(1/ ​) ≈ 0.2398.2

X ∼ N(μ,σ )2 P (∣X −
μ∣ < 3) ≥ 0.9

​ ​

2Φ(3/σ) − 1

3/σ
σ

≥ 0.9

≥ Φ (0.95) ≈ 1.64485−1
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05　函数分布与联合表（题 9–10）

题 9｜变量函数：线性变换与绝对值的分支

题目（习题二 B33）。 ，
，其余为零。求 ；  的密度；

的 CDF 和密度。

标准解答。归一化得 ，所
以 。

对线性变换，反函数为 ，支撑为 
。由 ，得

对绝对值变换，  时  都在原支撑内；
 时只有  有效。因此

由 ，前两段分别在 
与  上积分，得到：

应用。多分支要把各有效反解的贡献相加；线性变换
别 漏 绝 对 导 数 因 子 。 检 查  、

。

题 10｜联合表：由边际 CDF 求条件分布与独立
性

题目（习题三 A12）。  在 1、2 处从 0 跳到 0.3、
1；  在 0、1 处从 0 跳到 0.4、1。已知 

。求联合 PMF、给定  时 
的 CDF，并判断独立性。

标 准 解 答 。 CDF 跳 跃 量 等 于 点 概 率 ：
， 。用行

列和补表：

给定 ，只在该列内归一化：

因 ，  不独
立。

端 点 检 查 。 由 本 题 边 际 ，
； 直 接 用  

会得到另一个事件的概率。条件 CDF 的跳点也取右
侧值。
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(36 − y )/243,2

0,
−3 < y < 6,
其他.

0 < z < 1 z, −z
1 < z < 2 z

f ​(z) =Z ​ ​ ​

⎩
⎨

⎧(8 − 2z )/9,2

(4 − z )/9,2

0,

0 < z < 1,
1 < z < 2,
其他.

F ​(z) =Z P (−z ≤ X ≤ z) [−z, z]
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P ​Y 0.4 0.6 1
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⎩
⎨

⎧0,
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1,

x < 1,
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P (X = 1,Y = 0) = 0.1 = 0.3 × 0.4 X,Y

P (1 ≤ X < 2) =
F ​(2−) −X F ​(1−) =X 0.3 F ​(2) −X F ​(1)X
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06　二维积分与条件密度（题 11–12）

题 11｜二维密度：画区域、定积分限、求边际

题目（习题三 B4）。 ，
，其余为零。求 、 、

。

标准解答。固定 ，  从 0 到 ，由归一化得

对 ，须同时满足  和 ，故
、 ：

求  的边际时，固定 ，消去 ：

其 余 为 零 。 因 此  
。

应用。积分区域是“支撑与所求事件的交集”。本题
密度不均匀，不能用面积比。若换积分次序，边界须
重新确定。

题 12｜连续条件：固定截线后重新归一化

题目（习题三 A20）。 ，
，其余为零。求 、  和 

。

标准解答。支撑说明 ；固定  时，  从
 到 1。因此

对  ， 由 条 件 密 度 公 式 （ conditional
density），

给定 ，  的范围为 ，故

应用。连续型 ，须用密度比，不能
用点概率作分母。给定  是截线；给定 
则仍对二维区域积分。

f(x, y) = c(y − x) 0 < x <
y < 1 c P (X + Y ≤ 1) P (X <
1/2)

y x y

1 = c ​ ​(y −∫
0

1

∫
0

y

x) dx dy = ​ ⟹
6
c

c = 6.

X + Y ≤ 1 y > x y ≤ 1 − x

0 < x < 1/2 x < y < 1 − x

​ ​

P (X + Y ≤ 1) = ​ ​ 6(y − x) dy dx∫
0

1/2

∫
x

1−x

= ​ 3(1 − 2x) dx = ​.∫
0

1/2
2

2
1

X x y

f ​(x) =X ​ 6(y −∫
x

1

x) dy = 3(1 − x) , 0 <2 x < 1,

P (X < 1/2) = ​
3(1 −∫0

1/2

x) dx =2 7/8

f(x, y) = 5x/4 y <2 x < 1
f ​(y)Y f ​(x ∣X ∣Y y) P (X > 1/2 ∣

Y = 1/2)

−1 < y < 1 y x

y2

f ​(y) =Y ​ ​ ​

⎩
⎨

⎧
​ ​x dx = ​(1 − y ),∫

y2

1

4
5

8
5 4

0,

−1 < y < 1,

其他.

−1 < y < 1

f ​(x ∣X ∣Y y) = ​ ​ ​

⎩
⎨
⎧

​ = ​,
f ​(y)Y

f(x, y)
1 − y4

2x

0,

y < x < 1,2

其他.

Y = 1/2 X (1/4, 1)

P (X > 1/2 ∣ Y = 1/2) = ​ ​ dx =∫
1/2

1

1 − 1/16
2x

​.
5
4

P (Y = 1/2) = 0
Y = y Y > y
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